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Quel type de réseaux ? Quelles caractéristiques ? (1/3)

Réseaux d’interaction de protéines (protein interaction
network, PIN)

Figure : Yeast Protein Interaction Network. Source :
http ://www.bordalierinstitute.com/images/yeastProteinInteractionNetwork.jpg



Quel type de réseaux ? Quelles caractéristiques ? (1/3)

Réseaux d’interaction de protéines (protein interaction
network, PIN)
Les protéines adoptent une conformation dans l’espace (pas
nécessairement fixe), qui leur permet d’interagir entre elles.
I Un PIN décrit les interactions physiquement possibles

entre des protéines (formation de complexes protéiques,
cascades de phosphorylation . . .)

I Bases de données publiques qui contiennent les
interactions répertoriées dans la littérature.

I Beaucoup de ces interactions sont obtenues par expériences
double-hybride (Y2H), et donc des faux positifs.



Quel type de réseaux ? Quelles caractéristiques ? (2/3)

Réseaux métaboliques

Figure : Voie métabolique de la glycolyse.



Quel type de réseaux ? Quelles caractéristiques ? (2/3)

Réseaux métaboliques

I Décrit réactions chimiques entre des métabolites (petites
molécules) transformant un substrat en un certain produit.

I La plupart des réactions ont besoin d’être catalysées par
des enzymes et sont considérées comme réversibles.

I Les réseaux métaboliques sont majoritairement inférés à
partir de génomique comparative, ce qui induit beaucoup
de faux négatifs.

I Modélisés via des hypergraphes

Tous les modèles mentionnés jusqu’ici peuvent être orientés ou non orientés,
selon que les réactions sont réversibles ou pas. Un graphe orienté est un
graphe où chaque arête a une origine et une destination. Pour un graphe
simple, chaque arête est alors une paire orientée. Pour un hypergraphe, une
hyperarête orientée correspond à plusieurs sources et plusieurs destinations
(voir Fig. 2.3).

Fig. 2.3 – Hypergraphe orienté correspondant au réseau : A+B → C, C →
D.

Dans le cas d’un réseau où toutes les réactions sont irréversibles (resp.
réversibles), on choisit de modéliser le réseau par un graphe orienté (resp.
non orienté). Dans le cas intermédiaire où certaines réactions sont réversibles
et d’autres ne le sont pas, alors on utilise un graphe mixte (certaines arêtes
sont orientées et d’autres ne le sont pas).

Enfin, on peut noter que l’utilisation d’arêtes non orientées dans le cas
d’une réaction réversible laisse encore une ambigüıté (plusieurs réseaux peuvent
avoir la même représentation), même quand on utilise un graphe biparti ou
un hypergraphe. Un exemple est donné dans la figure 2.4.

Fig. 2.4 – Graphe biparti correspondant à deux réseaux possibles : A+B ↔
C+D ou A+C ↔ B+D.

On constate que l’orientation ne rend pas compte de la différence entre
substrats et produits, ou devrait-on dire entre composés de gauche et com-
posés de droite (puisque les termes substrats et produits impliquent une
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Quel type de réseaux ? Quelles caractéristiques ? (3/3)

Réseaux de régulation génique

16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

code pour un acide aminé spécifique. Un ARNm définit ainsi une suite d’acides aminés qui sont
assemblés pour former la protéine correspondante.

1.1.2 Un système organisé en réseaux de régulation.

Malgré la multiplicité des conditions d’expression d’un gène donné, certains groupes de gènes
présentent des niveaux d’expression proches dans de nombreuses conditions biologiques. En effet,
les protéines n’assurent pas leur rôle dans la cellule de manière individuelle : il peut s’agir de la
formation, à un moment donné, de complexes protéiques c’est-à-dire d’amas de plusieurs protéines
liées chimiquement. Plus fréquemment, diverses protéines interviennent de façon consécutive dans
une cascade de réactions chimiques, on parle alors de voies métaboliques. Pour que cette colla-
boration entre protéines et/ou ARN puisse avoir lieu, il est nécessaire que l’expression des gènes
d’un organisme soit contrôlée et coordonnée.

Fig. 1.2 – Activation de la transcription d’un
gène.

Il existe en effet des mécanismes de régulation
de l’expression des gènes. Certaines protéines sont
connues pour être des facteurs de transcription.
Ces protéines favorisent ou au contraire inhibent
l’expression d’autres gènes. Elles peuvent se lier
à des sites spécifiques, appelés sites de fixation,
dans les régions régulatrices des gènes. Ces régions
peuvent se trouver en amont du gène comme sur la
Figure 1.2 mais aussi en aval, et pas nécessairement
à proximité du gène. En se fixant à l’ADN, seul ou
en formant des complexes les uns avec les autres, les
facteurs de transcription peuvent activer ou inhi-
ber la transcription de leur(s) gène(s) cible(s). Les
facteurs de transcription peuvent de plus être eux-mêmes régulés, dans ce cas ils participent à une
voie de régulation. Ces protéines jouent un rôle clé dans les mécanismes de régulation d’un or-
ganisme et la connaissance de certaines d’entre elles représente une information particulièrement
intéressante pour la reconstruction d’un réseau de régulation.

Fig. 1.3 – Réseau PDR de S. cerevisiae.

Ainsi, un gène cible peut être régulé par une
combinaison de facteurs de transcription et un fac-
teur de transcription peut réguler plusieurs gènes
cibles. Un des principaux défis actuel est de com-
prendre ces phénomènes de régulation entre les
gènes. Il s’agit de représenter l’ensemble des re-
lations de régulation caractéristiques d’un proces-
sus sous la forme d’un graphe dont les noeuds
sont les gènes (facteurs de transcription et gènes
cibles) et les arêtes orientées représentent des ef-
fets transcriptionnels activateurs ou inhibiteurs
[WLL04, GF05]. Le réseau “PDR” représenté Fi-
gure 1.3 a ainsi été identifié par l’équipe Génomique
de la Levure (ENS, Paris) pour la résistance aux

produits toxiques chez la levure S. cerevisiae.
Un tel réseau de régulation peut être reconstruit grâce à la mise en oeuvre de différentes tech-

niques comprenant entre autres la détection de gènes, l’identification de facteurs de transcription,
la recherche de sites de fixation dans la séquence d’ADN, la détection de la capacité pour deux

Figure : Réseau de régulation PDR chez S. cerevisiae. Source : Lab. Génomique de
la levure, ENS.



Quel type de réseaux ? Quelles caractéristiques ? (3/3)

Réseaux de régulation génique

I Décrit les régulations (inhibitions ou activations) de
l’expression des gènes, par d’autres gènes (via leurs
produits).

I Graphes orientés, avec labels positifs ou négatifs.
I Vision statique ou dynamique (dans le temps).
I La plupart sont statistiquement estimés à partir de

données d’expression
 On parle alors de réseaux de co-expression.

1.5. RECONSTRUIRE UN RÉSEAU GÉNÉTIQUE 25

1.5 Approches statistiques pour la reconstruction de réseaux

génétiques

1.5.1 Modélisation dynamique des motifs de régulation

Une fois que l’on a déterminé un ensemble de gènes à étudier, il s’agit de déterminer le
rôle de chacun. Les puces à ADN permettent d’observer l’expression de l’ensemble de ces gènes
simultanément et offrent ainsi un point de vue global sur le comportement de ce système. Ceci
constitue une source de données considérable dont il s’agit de tirer le maximum d’information.
Pour cela, on introduit le processus X décrivant l’intensité d’expression de p gènes sur n instants
successifs,

X = {X i
t ; 1 ≤ i ≤ p, 0 ≤ t ≤ n},

où chaque variable aléatoire X i
t représente l’intensité d’expression du gène i à l’instant t. Ainsi le

vecteur Xt, de dimension p, décrit le niveau d’expression de l’ensemble des gènes observés au temps
t et le vecteur X i, de dimension n, le profil d’expression du gène i tout au long de l’expérience. Il
s’agit alors d’appréhender les relations qui existent entre les différents gènes observés à partir de
l’observation de ce processus.

Jusqu’ici, un grand nombre d’approches ont été utilisées pour décrire des systèmes de régulation
et en particulier dans le but de reconstruire un graphe, orienté ou non-orienté (voir [DJ02, BJ05]
pour une synthèse). Il s’agit de mettre en évidence des motifs de régulation comme celui représenté
Figure 1.10 par exemple. Une arête tracée du gène G1 vers le gène G2 traduit le fait que la protéine
codée par le gène 1 (facteur de transcription) régule l’expression du gène 2.

!

+
+! 1 2 3G G G

Fig. 1.10 – Exemple de motif de régulation.

Une approche assez communément établie aujourd’hui repose sur les modèles graphiques gaus-
siens ou GGM pour Graphical Gaussian Model [SS05a, SS05b, WK00a, TH02a, TH02b, WYS03,
WMH03]. On suppose pour cela que l’ensemble des niveaux d’expression des p gènes observés est
un vecteur gaussien (Y i)i=1..p dont on observe des répétitions. Chaque gène i est représenté par
un noeud Y i et l’on trace une arête entre deux noeuds dès que les niveaux d’expression correspon-
dants Y i et Y j sont corrélés conditionnellement à l’ensemble des niveaux d’expression observés.
Le graphe ainsi obtenu est appelé graphe de concentration. Si l’on observe un phénomène gouverné
par le motif de la Figure 1.10 par exemple, on s’attend à inférer le graphe représenté Figure 1.11.
Ce graphe permet bien de retrouver que la dépendance entre les variables Y 1 et Y 3 se fait par
l’intermédiaire de la variable Y 2.

L’approche GGM permet en effet de détecter uniquement les relations de dépendance directes
entre les différents niveaux d’expression. On évite ainsi de tracer une arête entre deux gènes dont
les niveaux d’expression sont corrélés en raison de leur lien respectif avec un troisième gène par
exemple. En revanche, il n’est pas possible de représenter certains motifs comme les boucles de

Figure : Exemple d’un motif de régulation. Source : S. Lèbre.



Défis posés par les réseaux biologiques

I Analyser de très grands jeux de données (milliers de
nœuds et d’arêtes).

I Données fortement bruitées.
I Identifier des structures (motifs, groupes, etc).
I Les réseaux observés résultent d’un échantillonnage des

réseaux existants : induit un biais (échantillonnage non
uniforme des nœuds et des arêtes).

Objet de ce cours : les réseaux de co-expression et leur
inférence à partir de données d’expression.
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Problématique

Questions initiales

I Comment estimer un réseau de régulation génique entre
des gènes ?

I À partir de quelles données ?

Réponses (partielles)

I On dispose de données d’expression des gènes,
I On cherche à en déduire des relations de causalité entre

expressions de gènes.



Données de transcriptome
I Il existe différents types de technologies, appelées
� puces �, qui permettent la mesure simultanée d’une très
grande quantité de matériel biologique (cf. Cours 3-4 :
Transcriptomique).

I Ici, on s’intéresse à des � puces à ADN �, qui mesurent le
transcriptome, i.e. les ARN présents dans un ensemble de
cellules à un instant et dans des conditions expérimentales
données.

I Ainsi, on mesure l’expression d’un ensemble de gènes
dans un ensemble de cellules.

But : Inférer à partir de ces données, un réseau de régulation
génique.

n expériences (puces) de mesures d’expression de p gènes.



Réseaux de co-expression
1er postulat biologique : Les gènes qui interagissent sont
co-exprimés
 un réseau de co-expression doit traduire les dépendances
entre les expressions des gènes.

Dépendances simple et conditionnelle (relations directe et
indirecte)

Ex : DAG

x1

x2 x3

Cov(x2, x3) , 0 pourtant la
corrélation partielle ρ2,3|1 = 0.

I La dépendance simple est une notion trop faible pour
représenter l’interaction des gènes. La dépendance
conditionnelle est plus adaptée.

I Réseau de co-expression des gènes = graphe de
dépendance conditionnelle entre variables.

I Les modèles graphiques (dirigés ou non) explicitent les
relations de dépendance conditionnelle entre les variables.



Approches classiques

Se donner une classe de modèles et
I Soit estimer toutes les corrélations partielles et leur

appliquer un seuil (pbm du choix du seuil).
I Soit sélectionner un graphe parmi tous les 2p(p−1)/2 graphes

de dépendances possibles (sélection de modèle).

Problème de la grande dimension

I On dispose souvent de données de puces de l’ordre de
quelques dizaines de réplicats (n nb d’obs.), pour quelques
milliers de gènes mesurés (p nb. de variables).

I Impossible d’estimer toutes les corrélations partielles
(p(p − 1)/2 paramètres) ou de sélectionner un graphe parmi
les 2p(p−1)/2 graphes possibles sans une hypothèse
supplémentaire.



2nd postulat biologique : � Sparsity � ou parcimonie

Postulat
I Peu de gènes interagissent entre eux.
I Formulation statistique : on a un pbm � sparse �, i.e.

beaucoup de zéros et peu de corrélations non nulles à
estimer.

 Hypothèse permet d’inférer des réseaux où p ∼ n et le nb
réel d’interactions possibles� n (et non pas de l’ordre de p2).



Approches adaptées aux données

1) Corrélations partielles d’ordre limité m
I On remplace ρi,j|P\{i,j} par {ρi,j|k; k ∈ P\{i, j}} (cas m = 1) ou

plus généralement par {ρi,j|Pm ;Pm ⊂ P\{i, j}, |Pm| = m}
I (i, j) ∈ E ssi ρi,j , 0 et ∀k ∈ P\{i, j}, ρi,j|k , 0.
I Test multiple des hypothèses H0(i, j) : ρi,j = 0 ou ∃k, ρi,j|k = 0

vs H1(i, j) : ρi,j , 0 et ∀k, ρi,j|k , 0.

A. Wille & P. Bühlmann.
Low-order conditional independence graphs for inferring genetic networks.
SAGMB, 2006.

R. Castelo & A. Roverato.
A robust procedure for Gaussian graphical model search from microarray data
with p larger than n. JMLR, 2006.

S. Lèbre.
Inferring Dynamic Genetic Networks with Low Order Independencies. SAGMB,
2009.



Approches adaptées aux données

2) Modèles graphiques gaussiens (GGMs) régularisés

I Pénalisation `1 de la vraisemblance des observations qui
permet d’obtenir un estimateur sparse.

I Généralisation des méthodes lasso pour la régression 
Glasso (graphical lasso).

O. Banerjee, L. El Ghaoui & A. d’Aspremont.
Model selection through sparse maximum likelihood estimation for multivariate
Gaussian, JMLR, 2008.

C. Charbonnier, J. Chiquet & C. Ambroise.
Weighted-Lasso for Structured Network Inference from Time Course Data,
SAGMB, 2010.
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Modèles graphiques (dirigés ou non dirigés)

Un modèle graphique est un modèle probabiliste dans lequel
un graphe représente la structure de dépendance de la
distribution.

Caractéristiques
P une distribution sur X|P| et G = (P,E) un graphe t.q.
I l’ensemble P = {1, . . . , p} des nœuds indexe un ensemble de

v.a. {xi}i∈P à valeurs dans X|P|,
I L’ensemble des arêtes E décrit les relations de dépendance

entre les v.a. {xi}i∈P sous la loi P.
Plus précisément,
I Soit G est acyclique et dirigé (DAG), alors P se factorise

selon G, i.e. P({xi}i∈P) =
∏

i∈P P(xi|pa(xi,G)), où pa(xi,G) sont
les var. parents de xi dans G.

I Soit G est non dirigé, alors si (i, j) < E, on a xi ⊥⊥ xj | xP\{i,j}.



Modèles graphiques (dirigés ou non dirigés)
Exemples

I Champs de Markov (non dirigés)
I Modèles graphiques gaussiens (non dirigés)
I Réseaux bayésiens (dirigés). Ex : Chaı̂nes de Markov, ou

chaı̂nes de Markov cachés.

Remarques

I Si (P,G) est un modèle graphique dirigé alors le graphe
moral (cf. Cours 1) de G est non dirigé et code les
indépendances conditionnelles des v.a. sous P.

I Si P se factorise sous un DAG G, alors G n’est pas unique
en général.
Ex : sans contrainte sur P, on a
P(x1 , x2 , x3) = P(x3 |x1 , x2)P(x2 |x1)P(x1) = P(xσ(3) |xσ(1) , xσ(2))P(xσ(2) |xσ(1))P(xσ(1)), pour toute permutation
σ.

σ(1)

σ(2) σ(3)



Modèles graphiques

Références sur les modèles graphiques
C. M. Bishop.
Pattern recognition and machine learning. (Chap. 8)
Information Science and Statistics. Springer, 2006.

S. L. Lauritzen.
Graphical models, volume 17 of Oxford Statistical Science Series.
Oxford University Press, New York, 1996.



Modèles graphiques gaussiens (GGMs)

Modèle gaussien

I P = {1, . . . , p} ensemble des variables,
I X = (x1, . . . , xp) vecteur de Rp de loiNp(0,Σ), avec Σ > 0

(définie positive),
I K = (Kij)(i,j)∈P2 := Σ−1 la matrice de concentration.

Proposition
La corrélation partielle entre xi et xj conditionnellement à l’ensemble
des autres variables vérifie

ρij|P\{i,j} = −Kij/
√

KiiKjj.



Preuve

Lemme
Si X = (x1, x2) ∼ Np(ξ,Σ) avec p = p1 + p2, ξᵀ = (ξ1, ξ2)ᵀ et

K = Σ−1 =

(
K11 K12
K21 K22

)
, alors, si K11 inversible, on a

x1 | x2 ∼ Np1(ξ1|2,Σ1|2)
où ξ1|2 = ξ1 − K−1

11 K12(x2 − ξ2) et Σ1|2 = K−1
11 .

Démonstration : Écrire f (x1|x2) ∝ f (x1, x2).

Conséquence
(xi, xj) | xP\{i,j} suit une loi gaussienne de matrice de covariance(
Kii Kij
Kji Kjj

)−1

= 1
KiiKjj−K2

ij

(
Kjj −Kij
−Kji Kii

)
.



Modèles graphiques gaussiens (GGMs)

Interprétation graphique
Le graphe G = (P,E) tel que

arête (i, j) < E⇔ Kij = 0⇔ ρij|P\{i,j} = 0⇔ xi ⊥⊥ xj|xP\{i,j},

est appelé le graphe de concentration. C’est un graphe non
orienté qui code les indép. cond. des {xi}i∈P.

Conséquences
À partir d’un échantillon de la loiNp(0,Σ), on peut considérer 2
problèmes distincts :
I estimer K (estimation paramétrique),
I estimer la position des 0 de K (estimation de structure).



Inférence statistique dans un GGM
Observations
X1, . . . ,Xn i.i.d. de loiNp(0,Σ). On note :
X = (X1, . . . ,Xn)ᵀ = (X1, . . . ,Xp) matrice n × p tq
(Xk)ᵀ = (xk

1, . . . , x
k
p)ᵀ : kème ligne de X,

Xk = (x1
k , . . . , x

n
k ) est la kème colonne de X,

X̄ = 1
n
∑n

i=1 Xi et X̄ matrice n × p dont toutes les lignes sont
identiques et égales à X̄ᵀ.

I La matrice de covariance Σ est estimée par la covariance
empirique
Sn = 1

n−1
∑n

i=1(Xi
− X̄)(Xi

− X̄)ᵀ = 1
n−1 (X − X̄)ᵀ(X − X̄).

I Sn est une matrice p × p tq rang(Sn) ≤ n ∧ p donc si n < p, Sn
n’est jamais inversible.

I Donc si n < p, on ne peut pas estimer K ou sa structure à
partir de Sn.

I Mettre en œuvre des techniques de régularisation (ex :
pénalisation `1) pour obtenir un estimateur inversible de Σ.



Liens GGMs / régression

xk|pa(xk) ∼ N(ξk, σ2
k) avec ξk =

∑
j∈pa(Xk) θkjxj,

i.e xk =
∑

j∈pa(Xk) θkjxj + εk, où εk ∼ N(0, σ2
k).

I Chercher la structure du graphe de concentration revient à
chercher les coeffs non nuls de la régression de chaque
variable sur les autres.

I Lorsque le pbm est sparse, on fait de la régression
pénalisée pour obtenir un estimateur dont certains coeffs
sont exactement 0.

I On va donc adapter la régression pénalisée au contexte des
GGMs.
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Régression pénalisée
Moindres carrés ordinaires (OLS - modèle standardisé)

Argminβ ‖y − Xβ‖22,

où y = (y1, . . . , yn)ᵀ réponse centrée, X matrice de taille n × p de
régresseurs dont les colonnes sont normalisées et
β = (β1, . . . , βp) vecteur de paramètres.

Moindres carrés pénalisés

Argminβ ‖y − Xβ‖22 + λ‖β‖αα,

où λ paramètre de pénalité, α ≥ 0 et ‖β‖αα =
∑p

k=1 |βk|
α.

Ex :
I α = 0, ‖β‖00 = ]{k; βk , 0} : pénalité `0 (sparsity),
I α = 1, ‖β‖1 =

∑
k |βk|, pénalité lasso (sparsity),

I α = 2, ‖β‖22 =
∑

k |βk|
2, pénalité ridge (shrinkage).



Digression : Shrinkage et pénalité `2
En dimension p = 1,

minβ
∑n

i=1(yi − xiβ)2 sous la contrainte β2
≤ c,

équivalent à (via multiplicateur de Lagrange)

minβ
{∑n

i=1(yi − xiβ)2 + λcβ2
}
.

En différenciant, on obtient la solution β̂c

−2
∑n

i=1 xi(yi − xiβ̂c) + 2λcβ̂c = 0

i.e. β̂c = 1
n
∑

i x2
i +λc

∑n
i=1 xiyi ,

à comparer avec β̂ols = 1
n
∑

i x2
i

∑n
i=1 xiyi.

I La pénalisation `2 (régression ridge) induit un
rétrécissement (shrinkage) des paramètres.

I On a limc→∞ β̂c = β̂ols et limc→0 β̂c = 0 ou encore
limλ→0 β̂c = β̂ols et limλ→∞ β̂c = 0.



Régression pénalisée
Choix de la norme ‖ · ‖α de pénalisation

I Pour α ≥ 1, le pbm de minimisation est convexe,
I Pour α ≤ 1, la solution du pbm est sparse.

 α = 1 : pbm convexe et solution sparse.

The LASSO

R. Tibshirani, 1996.
The Lasso: Least Absolute Shrinkage and Selection Operator

S. Chen , D. Donoho , M. Saunders, 1995.
Basis Pursuit.

Weisberg, 1980.
Forward Stagewise regression.

3.2. Régularisations �p 23

βls

β�1
β1

β2

βls

β�2

β1

β2

Fig. 3.2 – Comparaisons des solutions de problèmes régularisés par une norme �1 et �2.

À gauche de la figure 3.2, β�1 est l’estimateur du problème (3.2) régularisé
par une norme �1. La deuxième composante de β�1 est annulée, car l’ellipse
atteint la région admissible sur l’angle situé sur l’axe β2 = 0. À droite de la
figure 3.2, β�2 est l’estimateur du problème (3.2) régularisé par une norme
�2. La forme circulaire de la région admissible n’incite pas les coefficients
à atteindre des valeurs nulles.

Afin de poursuivre cette discussion avec des arguments à la fois simples
et formels, on peut donner l’expression d’un coefficient des estimateurs
β�1 et β�2 , lorsque la matrice X est orthogonale (ce qui correspond à des
contours circulaires pour la fonction de perte quadratique). Pour β�2, nous
avons

β�2
m =

1
1 + λ

βls
m .

Les coefficients subissent un rétrécissement2 proportionnel par le biais du
facteur 1 / (1 + λ). En particulier, β�2

m ne peut être nul que si le coefficient
βls
m est lui même exactement nul. Pour β�1, nous avons

β�1
m = sign

�
βls
m

� �
|βls

m| − λ
�

+
,

où [u]+ = max(0, u). On obtient ainsi un seuillage « doux » : les compo-
santes des coefficients des moindres carrés sont rétrécies d’une constante λ
lorsque |βls

m| > λ , et sont annulés sinon.

Stabilité

Définition 3.2 Stabilité—Selon Breiman [1996], un problème est instable si pour des ensembles
d’apprentissage similaires mais pas identiques (petites perturbations), on obtient
des prédictions ou des estimateurs très différents (grande perturbation).

Remarque 3.5 — Bousquet et Elisseeff [2002] ont défini de façon formelle
différentes notions de stabilité, basées sur le comportement des estima-
teurs quand l’échantillon d’apprentissage est perturbé par le retrait ou le
remplacement d’un exemple. �

2Shrinkage, en anglais.

�
minimize

β∈R2
�y − Xβ�2

2,

s.t. �β�1 = |β1| + |β2| ≤ c.

�
minimize

β∈R
�y − Xβ�2

2 + λ�β�1.
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Figure : Source : J. Chiquet

Argminβ ‖y − Xβ‖22 + λc‖β‖α

⇔{
Argminβ ‖y − Xβ‖22,
tq ‖β‖α ≤ c



Régression lasso (α = 1)

Argminβ ‖y − Xβ‖22 + λ‖β‖α

Paramètre de pénalité

I Si λ = 0 : pas de pénalité, on retrouve la solution OLS.
I Quand λ augmente, on obtient des coordonnées de β̂

exactement égales à 0.
I Pour λ = λmax on a β̂lasso

λmax
= 0.

N.B. : Pas de solution analytique pour β̂lasso en général.
R. Tibshirani.
The Lasso : Least Absolute Shrinkage and Selection Operator. J. R. Stat. Soc., Ser.
B, 1996.

S. Chen , D. Donoho , M. Saunders.
Atomic decomposition by basis pursuit. SIAM J. on Scientific Computing, 1999.



Lasso versus OLS : cas particulier du design
orthogonal

Lemme
Si XᵀX = Id, alors

∀k, β̂lasso
k = sign(β̂ols

k ) max(0, |β̂ols
k | − λ/2) (seuillage doux).

Orthogonal case and link to the OLS

OLS shrinkage

The Lasso has no analytical solution but in the orthogonal case: when
X�X = I (never for real data),

β̂lasso
j = sign(β̂ols

j ) max(0, |β̂ols
j | − λ).

βols

Lasso

OLS

−4

−4

−2

−2

0
0

2

2

4

4
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N.B. : en grande dimension, on n’a jamais XᵀX = Id, et c’est
rarement le cas en pratique même si n > p.



Lasso versus OLS : cas particulier du design
orthogonal

Démonstration pour p = 1
On veut calculer : Argminβ

∑n
i=1(yi − xiβ)2 + λ|β|.

En différenciant, on obtient

−2
∑n

i=1 xi(yi − xiβ̂lasso) + λsign(β̂lasso) = 0.

où sign(u)


= +1 si u > 0
= −1 si u < 0
∈ [−1; 1] si u = 0

.

Or β̂ols = (XᵀX)−1Xᵀy = Xᵀy =
∑n

i=1 xiyi
et

∑n
i=1 x2

i = XᵀX = 1, d’où

−2β̂ols + 2β̂lasso + λsign(β̂lasso) = 0.

On vérifie alors que l’expression donnée est bien solution.



Algorithme Lars et chemins de régularisation

B. Efron, T. Hastie, I. Johnstone, & R. Tibshirani.
Least angle regression. Annals of Statistics, 2004.

Algorithme efficace pour le problème lasso
Solution LARS (least angle regression) est un ensemble de
courbes qui donnent la valeur des β̂lasso

k en fonction de la
pénalité λ.
I chemin de solutions linéaire par morceaux, qui part de 0 et

va jusqu’à la valeur de l’estimateur OLS.
I (presque) le même coût de calcul que l’OLS
I bien adapté à la validation croisée (choix de λ).



Algorithme Lars et chemins de régularisation
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Figure : Solution LARS Source : J. Chiquet



Choix du paramètre de pénalité
Critères de sélection de modèle

BIC(λ) = ‖y − Xβ̂λ‖22 − df(β̂λ)
log n

2
AIC(λ) = ‖y − Xβ̂λ‖22 − df(β̂λ),

où df(β̂λ) : nb de coeffs non nuls dans β̂λ.

Validation croisée
I Données découpées en V morceaux D1, . . . ,DV, de taille

n/V,
I Pour i = 1, . . . ,V, on estime un paramètre β̂i

λ sur les
données ∪k,iDk et on calcule l’erreur de test sur Di,
erri(λ) =

∑
k∈Di

(yk − (Xβ̂i
λ)k)2,

I on moyenne les erreurs : errCV(λ) = 1
V

∑
i erri(λ),

I Enfin, λ̂ = Argminλ errCV(λ).
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Régression pénalisée dans un GGM

Rappel
X1, . . . ,Xn i.i.d. de loiNp(0,Σ) avec K = Σ−1. On note :
X = (X1, . . . ,Xn)ᵀ = (X1, . . . ,Xp) matrice n × p tq
(Xk)ᵀ = (xk

1, . . . , x
k
p)ᵀ : kème ligne de X,

Xk = (x1
k , . . . , x

n
k ) est la kème colonne de X.

1ère approche : [MB06]
Considérer p pbms de régression distincts : pour chaque k ∈ P,

xk =
∑

j,k xjβj + ε

où βj = −Kkj/Kkk, résolus par lasso

β̂ = Argminβ ‖Xk − X\kβ‖22 + λ‖β‖1,

où X\k : matrice X privée de sa kème colonne.

N. Meinshausen & P. Bühlmann.
High dimensional graphs and variable selection with the lasso. Ann. of Stats,
2006.



Régression pénalisée dans un GGM

Inconvénients
I Estimateur K̂ obtenu non symétrique !

Dans la régression de xk sur xj , on peut avoir β̂j = 0 alors que lorsque xj est régressé sur xk , β̂k , 0.

I Étape de post-symétrisation par règles OU ou ET.
I Peut-on estimer K (ou sa structure) directement ?

Remarque
Dans le cas gaussien, le critère des moindres carrés correspond
à la maximisation de la vraisemblance.
 remplacer un pbm de moindre carré par une maximisation
de vraisemblance pénalisée :

ArgmaxK,K>0{L(K) − λ‖K‖1},

où ‖K‖1 =
∑

ij |Kij|.



Régression pénalisée et vraisemblance pénalisée

Interprétation de l’approche [MB06]
On considère la pseudo-log-vraisemblance des observations

L̃(K) :=
n∑

i=1

p∑
k=1

logP(xi
k|x

i
P\{k})

N.B. : Critère fondé sur l’obs. d’un n-échantillon de la mesure
µ(x1, . . . , xp) =

∏p
k=1P(xk|xP\{k}) qui n’est pas une proba (en

général).

Lemme
On note ‖K‖1 =

∑
ij |Kij|. La solution du pbm

K̂ = ArgmaxK,Kij,Kji
{L̃(K) − λ ‖K‖1},

a la même structure (de zéros) que la solution des p problèmes de
régression pénalisée indépendants proposée par [MB06].



Vraisemblance dans un GGM

On utilise ici Sn := 1
n XᵀX = 1

n
∑n

i=1 XiX
ᵀ
i .

Proposition
La log-vraisemblance des observations s’écrit

`n(K) = n
2
{
log det(K) − tr(SnK)

}
+ cte.

Démonstration :

log f (X1, . . . ,Xn) =
n
2

log(detK) −
1
2

n∑
i=1

(Xi)ᵀK(Xi) + c

Or,
n∑

i=1

(Xi)ᵀK(Xi) =

n∑
i=1

p∑
k;l=1

XilXlpXip = tr(XKXᵀ) = tr(XᵀXK).



Enjeux posés par la vraisemblance pénalisée d’un
GGM

Vraisemblance pénalisée

K̂ := Argmax
K,K>0

{n
2

[
log det(K) + tr(SnK)

]
− λ‖K‖1

}
,

où ‖K‖1 =
∑

ij |Kij|.

Enjeux

I Comment résoudre ce problème de maximisation ?
I Comment gérer la contrainte K symétrique définie

positive ?

 Algo Glasso (graphical lasso) proposé par [BGA08].

O. Banerjee, L. El Ghaoui & A. d’Aspremont. Model selection
through sparse maximum likelihood estimation for multivariate
Gaussian, JMLR, 2008.



Sommaire

Introduction aux réseaux biologiques
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Graphical Lasso

Illustration



Illustration : Sclérose en plaques (Charbonnier,
Chiquet, Ambroise & Corvol) I

Données
I 31 gènes mesurés, pré-identifiés comme impliqués dans la

physiopathologie de la SEP,
I Données dynamiques avec 2 groupes de patients :

placebo/traités,
I Au total : 100 puces, 25 patients (environ 75%/25%

traités/placebo), 4 points de temps.

Comparaison des réseaux inférés dans les groupes
traités/placebo.



Illustration : Sclérose en plaques (Charbonnier,
Chiquet, Ambroise & Corvol) II

Multiple sclerosis
Detecting changes in the regulatory networks
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� Better insight that differential analysis,

� networks try to tell us how genes vary together,

� hope that sometimes an edge describes regulations.
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Illustration : Sclérose en plaques (Charbonnier,
Chiquet, Ambroise & Corvol) III

Multiple sclerosis
Detecting changes in the regulatory networks
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� Better insight that differential analysis,

� networks try to tell us how genes vary together,

� hope that sometimes an edge describes regulations.
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Illustration : Sclérose en plaques (Charbonnier,
Chiquet, Ambroise & Corvol) IV

Conclusion
I Plus d’infos que dans une analyse différentielle.
I Réseaux de co-expression traduisent comment les

expressions de gènes varient ensemble.
I But à atteindre : faire en sorte que les arêtes traduisent

effectivement des régulations.


	Introduction aux réseaux biologiques
	Réseaux de co-expression
	Modèles graphiques
	Introduction à la régression pénalisée
	Graphical Lasso
	Illustration

