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Génomique comparative

Définition et procédures

I Il s’agit de quantifier la similitude entre des séquences
(d’ADN, de protéines).

I Les comparaisons peuvent se faire de multiple façon :
I alignement (de portions de génomes, de génomes complets),
I comparaison de l’ordre de certains gènes (ou de domaines),
I comparaison de la composition des séquences en mots,
I . . .

Utilisations

I identification de sites fonctionnels,
I prédiction de fonctions,
I prédiction de structures secondaires de protéines,
I inférence de phylogénies,
I assemblages de séquences en contigs,
I . . .



Qu’est-ce qu’un alignement ? (1/2)

I On a 2 (ou plus) séquences X1:n et Y1:m à valeurs dans le
même alphabet fini A.

I Est-ce qu’elles se « ressemblent » ?
I Un alignement c’est une correspondance entre les lettres de

la première séquence et celles de la deuxième, sans en
changer l’ordre, et en autorisant éventuellement des
« trous ».

Exemple

A = {A,C, G, T} (les nucléotides de l’ADN),
X1:9 = GAATCTGAC, Y1:6 = CACGTA, et un alignement
(global) des deux séquences est

G A A T C − T G A C
C A − − C G T − A −



Qu’est-ce qu’un alignement ? (2/2)

Vocabulaire

I Deux lettres face à face = match (si ce sont les mêmes), ou
mismatch (si les lettres sont différentes),

I une lettre en face d’un trou = indel (insertion-délétion) ou
« gap ».

Premières remarques

I on peut faire de l’alignement sans autoriser les indels
(lorsque les séquences sont très proches).

Ainsi, il existe 2 types d’alignement :
I alignement global : les séquences sont alignées en

intégralité,
I alignement local : on cherche des portions des séquences

qui s’alignent « bien ».



Alignement de portions de A. tumephaciens et M. loti.
Source : Hobolth, Jensen, JCB, 2005



Que représente un alignement ?(1/2)

I On présume que les séquences observées sont en fait issues
d’un même ancêtre commun, par un processus d’évolution.

I Un processus d’évolution est constitué de modifications
élémentaires (sûrement pas toutes connues à ce jour) qui
sont des erreurs qui se produisent lors des réplications de
l’ADN au cours du temps. Parmi les plus classiques

I les mutations : un nucléotide (ie une lettre) est remplacé
par un autre (éventuellement le même !),

I les insertions et les délétions : un ou des nucléotides sont
ajoutés ou supprimés de la séquence.

I Il y a bien sûr plein d’autres phénomènes (duplications,
inversions, transferts horizontaux, ré-arrangements...) dont
on ne tiendra pas compte ici.



Que représente un alignement ?(2/2)

L’alignement est donc censé traduire la phylogénie sous-jacente
aux séquences. [La phylogénie d’un groupe d’espèces, c’est
l’arbre qui représente l’évolution de ces espèces à partir d’un
ancêtre commun.] Il faut retenir que phylogénie et alignement
sont très dépendants.



Significativité d’un alignement

Contexte statistique

I On cherche à tester H0 : « les deux séquences ont des
distributions de lettres indépendantes » contre l’alternative
H1 : « les distributions des deux séquences sont liées ».

I Si les deux séquences dérivent du même ancêtre commun
(et si cette divergence est suffisamment récente), alors cela
sera détectable sur la distribution des lettres dans les
séquences.



Représentation graphique (1/3)

I alignement entre deux séquences de longueur n et m = un
chemin (contraint à des pas élémentaires du type
(1, 1), (1, 0) et (0, 1) uniquement) sur la grille [0, n]× [0,m].

I les pas (1, 1) = matchs ou mismatchs
I les pas (1, 0) et (0, 1) = indels
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Fig.: Représentation graphique d’un alignement entre les deux
séquences X = AATG et Y = CTGG. L’alignement représenté
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A
C

A
-

T
T

G
G

-
G .



Représentation graphique (2/3)

I alignement global = chemin qui commence en (0, 0) et
termine en (n, m),

I alignement local = chemin contraint à rester dans la grille
[0, n]× [0,m].

I NB : le meilleur alignement global ne contient pas
nécessairement le meilleur alignement local.



Représentation graphique (3/3)
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Fig.: Représentation graphique du meilleur alignement global (traits
pleins) et local (traits pointillés) des séquences X1:n et Y1:m.



Deuxième partie II

Alignement de deux séquences par score
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Alignement par score

Principe

La méthode d’alignement la plus classique consiste à utiliser
une fonction de score : on attribue un certain nombre de points
à chaque alignement et on sélectionne l’alignement (ou les
alignements) de score le plus élevé. Ceci sous-entend qu’on est
capable de calculer le score de tous les alignements possibles.
C’est le cas pour certaines formes de score.



Quels scores ?

I Attribution des points « site par site »,
I Par exemple +1 pour un match, −µ pour un mismatch et
−δ pour un indel (µ, δ > 0), puis on somme sur toutes les
positions de l’alignement.

I Plus généralement, on considère une matrice de scores sur
A×A qui attribue le score s(a, b) à l’alignement de la
lettre a en face de la lettre b.

I Pénalisation affine ou linéaire sur les indels : −∆− δk où k
est la longueur de l’indel et ∆ ≥ 0 représente le coût de
l’ouverture du « gap », alors que δ > 0 représente le coût de
l’agrandissement du « gap ».

Il faut noter que l’utilisation d’un score additif correspond à
l’hypothèse que l’évolution sous-jacente des séquences se fait de
façon indépendante sur les sites. C’est une hypothèse
simplificatrice, délicate pour l’alignement de protéines, et très
fausse pour les ARNs de structure.



Formalisation mathématique (1/4)

I Le score d’alignement est une généralisation (non triviale)
du score sur une seule séquence.

I Le score sur une séquence est un objet très général (utilisé
par exemple pour la détection de zones d’intérêt).

Score sur une séquence

I On observe X1, . . . , Xn i.i.d. (éventuellement Markov) de
loi Pn à valeurs dans l’alphabet fini A,

I On a une fonction de score s : A → R qui attribue des
points à chaque lettre.

I Le score local Hi,j de la portion de séquence entre les
positions i et j est la somme des scores de chacune des
lettres et le score local optimal Mn est le plus grand score
local.

Hi,j =
j∑

k=i

s(Xk) , Mn = max
1≤i<j≤n

Hi,j .



Formalisation mathématique (2/4)

Score d’alignement de 2 séquences. Cas sans indels

Soient X1, . . . , Xn et Y1, . . . , Ym deux séquences i.i.d. à valeurs
dans A et s : A×A → R une fonction de score. Le score local et
le score local optimal se définissent alors respectivement comme

H(i,j),` =
∑̀
k=1

s(Xi+k, Yj+k),

Mn,m = max
`≥1

max
1≤i≤n−`

max
1≤j≤m−`

H(i,j),`.

Le score global d’alignement (pour deux séquences de même
longueur n) est simplement la quantité H(0,0),n, c’est-à-dire une
simple somme de variables supposées i.i.d.



Formalisation mathématique (3/4)

Score d’alignement de 2 séquences. Cas avec indels (1/2)

I Un alignement peut être décrit par un ensemble de
positions alignées : {(ik, jk), 1 ≤ k ≤ `}, avec les contraintes

1 ≤ i1 < · · · < i` ≤ n, 1 ≤ j1 < · · · < j` ≤ m
∀1 ≤ k ≤ `, ik+1 = ik + 1 ou jk+1 = jk + 1.

I Soit s une fonction de score s : A×A → R. Soient
I = {i + 1, . . . , i + s} et J = {j + 1, . . . , j + t} deux
ensembles d’indices consécutifs. On définit

H(I, J) = max

{∑̀
k=1

s(Xik , Yjk
)− δ(s− ` + t− `)

}
,

pour une pénalité linéaire.



Formalisation mathématique (4/4)

Score d’alignement de 2 séquences. Cas avec indels (2/2)

I Le maximum est pris sur tous les alignements
{(ik, jk), 1 ≤ k ≤ `, ` ≥ 0} tels que

i + 1 ≤ i1 < · · · < i` ≤ i + s

j + 1 ≤ j1 < · · · < j` ≤ j + t.

I Le score local optimal entre les deux séquences est

Mn,m = max
I,J

H(I, J)

Quand n = m, on note simplement Mn.
I Le score global d’alignement est simplement la quantité

H({1, . . . , n}, {1, . . . ,m}).



Remarques (1/2)

I En pratique, pour l’alignement qui réalise le score local
optimal, il existe i?, j?, `?, s?, t? tels que les positions de
match/mismatch {(ik, jk), 1 ≤ k ≤ `?} vérifient

i? + 1 = i1 < · · · < i`? = i? + s?

j? + 1 = j1 < · · · < j`? = j? + t?.

En effet, on choisit un score négatif pour les indels et donc
les premières et dernières positions de l’alignement local ne
sont pas des indels, mais des matchs/mismatchs.

I La distribution asymptotique du score local optimal (ou
des k plus grands scores locaux) sous l’hypothèse H0 : « les
deux séquences sont indépendantes » permet de dire si un
alignement est significatif ou pas.



Remarques (2/2)

I Équilibre à faire entre les scores des lettres et la pénalité
des insertions-délétions. Influence sur le type d’alignements
obtenus.

I Le score augmente naturellement avec la longueur de la
séquence. On distingue deux « phases » : la croissance
linéaire ou la croissance logarithmique avec la longueur de
la séquence.

I Le régime d’intérêt est le régime logarithmique.
I Il faut être capable de calculer le score de tous les

alignements possibles entre deux séquences. La complexité
du problème est très élevée, mais la solution est permise
par l’existence d’algorithmes basés sur la programmation
dynamique.



Algorithmes exacts (1/4)

I Needleman et Wunsch pour l’alignement global [NW70],
amélioré plus tard par Gotoh [Got82].

I Smith et Waterman [SW81] pour l’alignement local.
I Tous deux basés sur de la programmation dynamique (et

donc utilisant la forme additive du score).

Principe

L’idée est assez simple : à chaque étape de la construction de
l’alignement, on a trois possibilités : soit la prochaine lettre de
la séquence X est alignée en face d’un blanc, soit la prochaine
lettre de la séquence Y est alignée en face d’un blanc, soit on
aligne la prochaine lettre de la séquence X avec la prochaine
lettre de la séquence Y . Parmi ces trois possibilités, on garde
celle qui maximise le score total (i.e le score de l’étape
précédente + le coût de cette étape) et on continue.



Algorithmes exacts (2/4)

Programmation dynamique - al. global - pénalité linéaire

I Soit F (i, j), le meilleur score d’alignement (global) entre
X1:i et Y1:j ,

I On construit la matrice F de façon récursive :
I F (0, 0) = 0, F (i, 0) = −δi et F (0, j) = −δj,
I

Puis F (i, j) = max


F (i− 1, j − 1) + s(Xi, Yj)
F (i− 1, j)− δ
F (i, j − 1)− δ

Complexité : O(nm) en temps et en mémoire.



Algorithmes exacts (3/4)

Programmation dynamique - al. local - pénalité linéaire

I Soit F (i, j), le meilleur score d’alignement (local) entre X1:i

et Y1:j ,
I On construit la matrice F de façon récursive :
I F (0, 0) = F (i, 0) = F (0, j) = 0,
I

Puis F (i, j) = max


0
F (i− 1, j − 1) + s(Xi, Yj)
F (i− 1, j)− δ
F (i, j − 1)− δ

Complexité : O(nm) en temps et en mémoire.
Pour plus de détails, voir [DEKM98].



Algorithmes exacts (4/4)
(Source Durbin et al. [DEKM98])



Algorithmes approchés

I L’algorithme de Smith et Waterman est trop lent si on veut
comparer une séquence à toute une base de données.

I Des heuristiques existent pour accélérer ces procédures, par
exemple en utilisant une première recherche rapide de
segments identiques (points d’ancrage) à partir desquels on
cherche à étendre l’alignement.

I voir BLAST, FASTA...



Matrices de comparaison (1/2)

I Le choix de la fonction s : A×A → R pose problème.
[C’est aussi le cas de la pénalité pour les indels, mais les
algorithmes existants limitent ce choix à des fonctions
affines en la longueur de l’indel.]

I Pour A = {A, T, G,C}, on utilise souvent soit une matrice
identité, soit deux valeurs de score différentes :
s(X, X) = s(Y, Y ) 6= s(X, Y ) en fonction des groupes
purines X = {A,G} / pyrimidines Y = {C, T}.

I Pour A = {acides aminés} (taille 20), il existe deux
grandes familles de matrices de comparaison de protéines

I PAM (“Percent Accepted Mutations”), voir [DSO78].
I BLOSUM (“Blocks Substitution Matrix”), voir [HH92].
I Se distinguent par les méthodes par lesquelles elles ont été

obtenues, mais basées toutes deux sur le principe des
« log-odds ratios ».



Matrices de comparaison (2/2)

Log-odds ratios

Il s’agit de prendre s(a, b) = log pab
qaqb

où qa est la probabilité
d’apparition de la lettre a dans les séquences, et pa,b probabilité
d’apparition du match/mismatch (a, b) dans l’alignement.

En pratique

I Sur des séquences bien connues des biologistes, et alignées
« à la main », on peut estimer qa, pab par leurs fréquences
d’apparition,

I Pour des séquences « proches », on utilise alors les valeurs
ci-dessus de la matrice de score pour aligner les nouvelles
séquences.

Alternative
Une solution à ce problème c’est de ne pas faire de l’alignement
par score, mais par maximum de vraisemblance (voir
Alignement statistique).



Introduction aux propriétés du score local

I Pas de résultats sur le comportement de la queue de
distribution du score global avec indels.

I Dans la suite, X1:n et Y1:n i.i.d. et indépendantes. On
suppose m = n par commodité uniquement.

I Existence d’un changement de régime : suivant la valeur
des paramètres, le score local optimal crôıt linéairement ou
logarithmiquement en n.

I Le régime d’intérêt est le régime logarithmique.
I Comportement asymptotique de Mn/ log n ?



Changement de régime - premiers résultats

Arratia & Waterman [AW94]

I Considèrent le score suivant : +1 si match, −µ si
mismatch, −δ pour chaque indel.

I Prouvent l’existence d’un changement de régime du score
local optimal : suivant les valeurs des paramètres, Mn crôıt
linéairement ou logarithmiquement en n.

I Pas de caractérisation explicite du point de changement de
phase (comment choisir δ et µ pour être sûr d’être dans le
régime logarithmique ?).



Comportement dans le régime logarithmique - premiers
résultats

Zhang [Zha95]

Dans le même cadre qu’Arratia et Waterman, sous le régime
logarithmique, on a

Mn

log n
→ 2b p.s

et la limite b vérifie :

b = max
q≥0

q

r(q)
; r(q) = lim

n

− log P(Sn ≥ qn)
n

où Sn = score de l’alignement global de X1:n et Y1:n.



Propriétés du score local sans indels (1/5)
Dembo, Karlin et Zeitouni [DKZ94b, DKZ94a]

I Soient X1:n et Y1:n i.i.d. et indépendantes, de distributions
respectives µX et µY .

I Soit s = (s(x, y))x,y∈A matrice de score. On suppose

E(s(X, Y )) =
∑

(x,y)∈A2

s(x, y)µX(x)µY (y) < 0

P(s(X, Y ) > 0) =
∑

(x,y)∈A2

1{s(x,y)>0}µX(x)µY (y) > 0.

I Ces hypothèses assurent le régime logarithmique.
I On suppose de plus une condition d’entropie.
I Rappel, le score local optimal (sans indels) d’alignement de

X1:n et Y1:n est

Mn = max
1≤i,j≤n−`

`≥1

∑̀
k=1

s(Xi+k, Yj+k)



Propriétés du score local sans indels (2/5)
Dembo, Karlin et Zeitouni [DKZ94b, DKZ94a]

Théorème
Il existe des constantes θ?,K? > 0 telles que le score local
d’alignement sans indels Mn vérifie

lim
n→+∞

P
(

Mn −
2 log n

θ?
≤ t

)
= exp(−K? exp(−θ?t)).

Remarques
I Généralisation facile à n 6= m.
I Les résultats de Dembo et al. sont étendus au cas des

châınes de Markov par Hansen [Han06].
I La loi limite est une loi des valeurs extrêmes de type I (ou

loi de Gumbel) et apparâıt dans la théorie des valeurs
extrêmes.



Propriétés du score local sans indels (3/5)

Loi de Gumbel

I Si Zi suite de variables i.i.d. de loi exponentielle E(1), alors

lim
n→+∞

P(max
i

Zi − log n ≤ t) = exp(exp(−t)).

I Le même comportement apparâıt pour le maximum de
variables indépendantes dont la queue de distribution a une
décroissance exponentielle.

Intuition de la preuve (voir [Gro03]) (1/3)

I On peut aisément prouver que le maximum de n2 variables
i.i.d. dont la queue de distribution décrôıt comme
K? exp(−θ?t) se comporte exactement comme Mn

ci-dessus.
I Pourquoi Mn peut être interprété comme un tel maximum ?



Propriétés du score local sans indels (4/5)

Intuition de la preuve (voir [Gro03]) (2/3)

I Soit i un point de la grille [0, n]2 et Ti le score maximal
obtenu sur tous les chemins (alignements) qui commencent
au point i.

I Mn et le maximum des Ti ont à peu près le même
comportement

Mn ' max
i∈[0,n]2

Ti.

Mais, il n’y a pas égalité à cause des effets de bord.



Propriétés du score local sans indels (5/5)
Intuition de la preuve (voir [Gro03]) (3/3)

X1 Xn

Y1

Ym

s
i

s

�
�

�
�

�
�

Fig.: Représentation graphique de Ti.



Propriétes du score avec indels

Questions

I Comment caractériser la transition de phase ?
I Quelle est la limite de Mn/ log n et ses déviations dans le

régime logarithmique ?

I Les praticiens sont convaincus que la forme de la queue de
distribution du score reste (approximativement) la même
dans le cas avec indels. Cependant, il n’existe que des
résultats partiels ou des heuristiques.

I Comment calculer en pratique les constantes K? et θ? qui
caractérisent la queue de distribution du score local
optimal sans indels ?



Résultats approchés/heuristiques pour le score local
avec indels

Siegmund et Yakir [SY00b, SY00a]

I Approximation de la p-valeur dans les cas particuliers
suivants

I Soit le nombre maximum de trous est fixé,
I Soit le coût d’ouverture ∆ d’un gap crôıt comme log n.

Quelques références supplémentaires
I Grossmann et Yakir [GY04, Gro03] : inégalités de grandes

déviations sur les scores global et local optimaux (avec
indel).

I Chan [Cha03, Cha05] : « importance sampling » sur les
p-valeurs + condition suffisante explicite sur les paramètres
de la fonction de score pour assurer le régime
logarithmique.

I Mott et Tribe [MT99] fournissent une méthode heuristique
pour approcher la valeur de θ? et prédire le point de
changement de transition de phase.

I Bibliographie non exhaustive !



Lien avec la percolation de premier passage
Pour plus de détails, voir [Gro03]

I L’alignement optimal peut être vu comme un problème de
percolation de premier passage −→ problème
mathématiquement difficile.

I Cependant, les questions qui se posent en percolation et en
alignement optimal diffèrent.



Troisième partie III

Alignement statistique
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Consistance de l’estimateur des paramètres
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Contexte

Alignement classique vs Alignement statistique

I Les fonctions de score traduisent l’évolution sous-jacente
des séquences, et leur choix a priori introduit un biais dans
le résultat.

I L’alignement statistique pallie à ce problème, en réalisant à
la fois l’alignement des séquences et l’estimation des
paramètres du modèle d’évolution sous-jacent.

I En pratique, l’alignement de deux séquences est réalisé par
maximisation d’un critère de vraisemblance, dans un
contexte de paires de séquences Markov caché.



Introduction à l’alignement statistique

Principe

On considère un modèle d’évolution (particulier) sur les
séquences (avec des paramètres inconnus). On observe deux
séquences, et on cherche à reconstruire leur « vrai alignement »
(i.e. les positions homologues et les indels à partir desquels les
séquences ont évolué) en maximisant leur vraisemblance sous ce
modèle d’évolution.

Cadre

I Les modèles d’évolution qui permettent cette approche sont
ceux introduits pas Thorne, Kishino et Felsenstein
([TKF91] et [TKF92]), ou encore des variantes [MLH04].

I Pour ces modèles d’évolution, le problème s’exprime dans
le cadre des « pair-HMM ».

I L’avantage d’avoir un modèle probabiliste c’est qu’on peut
non seulement faire de l’inférence, mais aussi des tests
d’hypothèses...



Le modèle d’évolution TKF (1/2)

Modèle d’évolution
I Chaque site évolue indépendamment et peut subir une

substitution ou être effacé.
I Les insertions (de lettres pour TKF91, de fragments pour

TKF92) se font entre deux sites déjà existants, ou aux
extrémités de la séquence.

I Chacun de ces évènements (mutation, insertion, délétion) a
lieu avec un taux propre.

I Lors d’une substitution, une nouvelle lettre est tirée avec
une certaine probabilité sur l’alphabet.

Conséquences (1/2)

I Chaque alignement des deux séquences peut être codé par
une suite à valeurs dans {H,D, I} qui indique les positions
homologues (H, i.e. matchs/mismatchs), effacées (D) dans
la première séquence ou insérées (I) dans la première
séquence.



Le modèle d’évolution TKF (2/2)

Conséquences (2/2)

I La suite W1:L où Wi ∈ {H,D, I} qui code pour l’évolution
entre deux séquences sous le modèle d’évolution TKF est
une châıne de Markov. Ici, L est la longueur du « vrai
alignement ».

I Conditionnellement à cette suite W1:L, le modèle émet de
façon indépendante les lettres de deux séquences −→
PairHMM.



Le modèle pair-Markov caché (1/3)
Rappel : représentation graphique d’un alignement
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Fig.: Représentation graphique d’un alignement entre les deux
séquences X = AATG et Y = CTGG. L’alignement représenté
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Le modèle pair-Markov caché (2/3)
Notations (1/2)

I A alphabet fini (ex {A,C, G, T}).
I {εt}t≥1 châıne de Markov stationnaire ergodique sur
E = {(1, 0); (0, 1); (1, 1)}. Matrice de transition π et loi
stationnaire µ = (p, q, r).

I À l’instant t, conditionellement
à {εs, s ≤ t} on tire
indépendemment

I Un couple de v.a. (X, Y ) de
loi h sur A×A, si εt = (1, 1),

I Une v.a. X de loi f sur A si
εt = (1, 0),

I Une v.a. Y de loi g sur A si
εt = (0, 1).

�
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�
�

�
�

�
�

�

εt

A

C

A T

T

G

G

G



Le modèle pair-Markov caché (3/3)
Notations (2/2)

I θ = (π, f, g, h) ∈ Θ sont les paramètres
I Soit Z0 = (0, 0) et Zt = (Nt,Mt) =

∑t
s=1 εs,, marche

aléatoire sur N× N.
On a

P(X1:Nt , Y1:Mt |ε1:t)

=
t∏

s=1

f(XNs)
1{εs=(1,0)}g(YMs)

1{εs=(0,1)}h(XNs , YMs)
1{εs=(1,1)}.

I En,m = { chemins de (0, 0) à (n, m)} et
E∞ = { chemins dans N× N}.

I Si e ∈ En,m, alors |e| est la longueur du chemin e et on a
n ∨m ≤ |e| ≤ n + m.



Modèle d’évolution / PairHMM

I Il faut garder en tête que le modèle pairHMM présenté ici
est a priori plus général que les modèles d’évolution
(comme TKF) présentés ci-dessus.

I En particulier, dans le cadre du modèle d’évolution TKF,
les paramètres du modèle pairHMM induit sont contraints.



Observations et vraisemblances (1/3)

On observe X1:n et Y1:m. Au moins deux interprétations

a) il s’agit de X1:Ns et Y1:Mt pour des valeurs inconnues de
(s, t) (éventuellement s 6= t). Correspond au cas où le vrai
alignement ne passe pas par le point (n, m). La
vraisemblance est alors P(X1:n, Y1:m) (i.e. distribution
marginale)

P(X1:n, Y1:m) =
∑

e∈E∞

P(ε1:∞ = e1:∞, X1:n, Y1:m).

X1 Xn Xl

Y1

Ym

r(n, m) r(l, m)

�
�

�
�

�
�

�� Trop compliqué pour que l’on
puisse effectivement calculer la
vraisemblance.



Observations et vraisemblances (2/3)

b) Il s’agit des séquences émises jusqu’à un temps t (inconnu).
Alors, la vraisemblance est
P(X1:Nt , Y1:Mt) = P(Zt, X1:Nt , Y1:Mt),

P(X1:Nt , Y1:Mt) =
∑

e∈ENt,Mt ,|e|=t

P(ε1:t = e1:t, X1:Nt , Y1:Mt)

X1 Xn

Y1

Ym

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

n = 3, m = 4, t = 4

−→ cependant la longueur t
n’est pas observée !

I En fait, aucune de ces quantités
n’est celle qui est calculée par
l’algorithme EM dans le cadre
des pair-HMMs.



Observations et vraisemblances (3/3)

Soit `t(θ) = log P(X1:Nt , Y1:Mt). Puisque t n’est pas observé, on
considère wt(θ) = log Qθ(X1:Nt , Y1:Mt) où

Qθ(X1:n, Y1:m) =
∑

e∈En,m

P(ε1:|e| = e1:|e|, X1:n, Y1:m)

i.e., le point observé (n, m) appartient à la trajectoire, pour une
longueur de trajectoire inconnue. Alors

Qθ(X1:n, Y1:m) = P(∃s ≥ 1, Zs = (n, m), X1:n, Y1:m).

I wt est la quantité calculée par l’algorithme EM appliqué aux
pair-HMMs.

I On a n ∨m ≤ t ≤ n + m donc t →∞⇒ n, m →∞



Hypothèses

I Condition nécessaire d’identifiabilité : ∃x, y ∈ A tels que
h(x, y) 6= f(x)g(y).
En effet, sinon, P(X1:Nt , Y1:Mt |ε1:t) =

∏t
s=1 f(XNs)g(YMS

).
I Hypothèses biologiques possibles :

H1 : p = q
H2 : hX = f, hY = g.



Résultats : existence d’un contraste limite
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]

Soit Θ0 = {θ ∈ Θ;πi,j > 0, f(x) > 0, g(y) > 0, h(x, y) > 0}
Théorème
Pour tout θ ∈ Θ0 :

i) t−1`t(θ) converge P0-ps et dans L1, quand t →∞, vers

`(θ) = lim
t→∞

1
t
E0 (log P(X1:Nt , Y1:Mt))

= sup
t

1
t
E0 (log P(X1:Nt , Y1:Mt)) .

ii) t−1wt(θ) converge P0-ps et dans L1, quand t →∞, vers

w(θ) = lim
t→∞

1
t
E0 (log Qθ(X1:Nt , Y1:Mt))

= sup
t

1
t
E0 (log Qθ(X1:Nt , Y1:Mt)) .

On défini alors les contrastes limites : pour tout θ ∈ Θ0,

D(θ|θ0) = w(θ0)− w(θ) and D∗(θ|θ0) = `(θ0)− `(θ).



Résultats : propriétés des contrastes limites
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]

Soit Θexp = {θ ∈ Θ0 : ∀λ > 0, E(ε1) 6= λE0(ε1)} et
Θmarg = {θ ∈ Θ0 : hX = f, hY = g} .

Théorème

I Pour tous θ ∈ Θ0, D(θ|θ0) ≥ 0 et D∗(θ|θ0) ≥ 0.
I Pour tous θ ∈ Θexp, θ 6= θ0, on a D(θ|θ0) > 0 et

D∗(θ|θ0) > 0.
I Si θ0, θ ∈ Θmarg, alors D(θ|θ0) > 0 et D∗(θ|θ0) > 0 dès que

f 6= f0 ou g 6= g0.

Remarque

Sous l’hypothèse H1, les moyennes de ε1 sous P et P0 sont
alignées avec (0, 0). Dans ce cas, nous ne prouvons pas que si
h 6= h0 alors D(θ|θ0) > 0 or D∗(θ|θ0) > 0.



Résultats : propriétés de continuité
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]

Soit Θδ = {θ ∈ Θ, πij ≥ δ, f(x) ≥ δ, g(y) ≥ δ, h(x, y) ≥ δ}.

Lemme
Les suites {t−1wt(θ)}t≥1 et {t−1`t(θ)}t≥1 sont uniformément
équicontinues sur Θδ.
En conséquence,

Corollaire

i) {t−1wt(θ)}t (resp. {t−1`t(θ)}t) converge P0-ps vers w(θ)
(resp. vers `(θ)) uniformément sur Θδ ;

ii) `(θ) et w(θ) sont uniformément continues sur Θδ.



Re-paramétrisation
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]

I Rappel : les pairHMMs sont utilisés pour modéliser des
processus d’évolution. Le paramètre d’intérêt n’est pas θ,
mais les paramètres (β) du modèle d’évolution originel.

I On s’intéresse donc à une re-paramétrisation β 7→ θ(β).
I ex :

h(x, y) =
{

f(x)(1− e−α)f(y) si x 6= y
f(x){(1− e−α)f(x) + e−α} sinon,

où α > 0 est le taux de substitution et f(x) est la loi
stationnaire de la lettre x dans le modèle d’évolution, que
l’on supposera connue.
Le paramètre d’intérêt est alors β = (π, α).
(NB : ici f = g = hX = hY .)



Résultats : propriétés des estimateurs
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]

Supposons que β ∈ B 7→ θ(β) ∈ Θ est continue et pour tout
δ > 0 on note Bδ = θ−1(Θδ). Supposons également
β0 = θ−1(θ0) ∈ Bδ for some δ > 0. L’algorithme pairHMM
calcule

β̂t = Argmax
β∈Bδ

wt(θ(β)).

Théorème [version fréquentiste]

Si l’ensemble des maxima de w(θ(β)) sur Bδ est réduit à {β0},
alors β̂t converge P0-ps vers β0.

Théorème [version bayésienne]

Si l’ensemble des maxima de w(θ(β)) sur Bδ est réduit à {β0},
et si β0 appartient au support de l’a priori ν, alors la suite des
lois a posteriori ν|X1:Nt ,Y1:Mt

converge en loi P0-ps vers une
masse de Dirac en β0.



Simulations
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]

Modèle de substitution

h(x, y) =
{

f(x)(1− e−α)f(y) si x 6= y
f(x){(1− e−α)f(x) + e−α} sinon,

où α > 0 est le taux de substitution et f(x) la distribution
stationnaire de la lettre x, supposée connue. Les paramètres
sont β = (π, α).
Nous considérons le cas p = q et soit

I simulations de (εs)s i.i.d. avec p0 la probabilité d’un pas
horizontal ou vertical et r0 = 1− 2p0 la probabilité d’un
pas diagonal. Les paramètres sont β = (p, α).

I simulations de (εs)s châıne de Markov stationnaire et
p0 = q0. Il y a 6 paramètres.



Simulations, cas iid (1/3)
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]

α0 = 0.05 et p0 = q0 = 0.25

0.24 0.25 0.26 0.27 0.28
0

5

10

15

20

25

30

35

p

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0

5

10

15

20

25

α

0.23 0.24 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.3 0.31
0

5

10

15

20

p

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0

5

10

15

20

25

30

α

Fig.: Histogrammes de l’EMV obtenu avec 200 simulations
d’alignements de longueur 15000 pour le modèle i.i.d. À gauche :
estimation de p lorsque α = α0 et estimation d’α lorsque p = p0. À
droite : estimation simultanée de p et α.



Simulations, cas iid (2/3)
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]
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Fig.: ` et w pour le modèle i.i.d. (p0 = 0.25, α0 = 0.05).



Simulations, cas iid (3/3)
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]
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(droite).



Simulations, cas Markov (1/3)
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]

Nous simulons 200 alignements de longueur 15000, avec un taux
de substitution α0 = 0.05 et matrice de transition

D H V

D
H
V

 0.7 0.2 0.1
0.3 0.5 0.2
0.3 0.1 0.6


de loi stationnaire associée p0 = q0 = 0.25.
Les paramètres sont πHH , πHV , πDV , πV V et πDH . Nous fixons
f(x) = 0.25 pour tout x.



Simulations, cas Markov (2/3)
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]
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Fig.: Estimation des probas de transition sachant α = α0 (gauche) et
estimation de α sachant les vraies valeurs des transitions (droite).



Simulations, cas Markov (3/3)
Arribas-Gil, Gassiat, M. [AGGM06]
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Fig.: Estimation simultanée des probabilités de transition et de α.



Conclusions

I L’estimation des paramètres du modèle d’évolution dans le
contexte pairHMM est consistante dans de nombreux cas
(et sûrement tout le temps).

I Un des avantages des modèles pairHMM par rapport aux
méthodes de score est qu’ils permettent d’obtenir une loi a
posteriori sur les alignements.



Probabilités a posteriori d’alignements
(Source Metzler et al., J. Mol. Evol. 2001)



Perspectives

I Propriétés de cette loi a posteriori sur les alignements ?
I Le modèle pairHMM permet de faire un alignement global

des séquences. Il existe des extensions pour permettre
l’alignement local (« alignement hybride »,
[YBH02, YH01]). Propriétés de ces modèles ?

I Un des problèmes majeurs des modèles d’évolution à
l’heure actuelle, c’est qu’ils font souvent l’hypothèse que les
sites sont indépendants. Il existe des travaux pour sortir de
ce cadre : [LH04, SH04, JP00]... Peut-on faire de
l’alignement statistique avec dépendances au voisin du
modèle d’évolution ?

I À noter : il existe des procédures d’alignement par score
pour lesquelles le score dépend du contexte
[GTT06, Hua94, WL84].

I L’article [LDMH05] contient une revue intéressante sur les
problématiques de l’alignement par max. de vraisemblance.



Quatrième partie IV

Alignement multiple



Sommaire Partie IV : Alignement multiple

Introduction

Alignement multiple statistique

Châınes de Markov cachées profils



Alignement multiple de séquences
Alignement de protéine Hus5/Ubc9 dans divers organismes



Introduction à l’alignement multiple (1/2)

Vocabulaire

I Pour les alignements de plus de 3 séquences, chaque site est
soit un site homologue (i.e. présent dans la séquence
ancestrale), soit délété (par rapport à la séquence
ancestrale), soit inséré (par rapport à la séquence
ancestrale).

Algorithmes d’alignement par score
I Au-delà de deux séquences, le problème devient rapidement

très complexe car l’espace des alignements possibles
explose. (Rappel, pour la programmation dynamique, la
complexité crôıt comme le produit des longueurs des
séquences.)

I Dans la pratique, il existe deux grands types de stratégies
I progressives, basées sur de l’alignement par paires (Clustal

W). Forte dépendance dans l’ordre des séquences.
I par points d’ancrages multiples (DIALIGN2, MUSCLE).



Introduction à l’alignement multiple (2/2)

Quelles séquences aligner ?

I En pratique, il faut faire attention à l’hétérogénéité dans
les distances entre les séquences à aligner.

I Si un sous-ensemble de séquences est trop proche par
rapport au reste des séquences, cela introduit un biais dans
l’alignement.

I Certains logiciels pondèrent les (paires de) séquences en
fonction de leur similitude (Note : la similitude est
elle-même basée sur la matrice de score, avec un seuil qui
n’est pas toujours explicite).



Alignement statistique multiple (1/2)

Principe (1/2)

I La généralisation du modèle pairHMM présenté ci-dessus à
plusieurs séquences est non triviale.

I Il faut se donner une phylogénie des séquences (un arbre)
pour avoir une probabilité d’apparition des séquences sous
un modèle d’évolution. Dans la suite, on considère une
phylogénie en étoile.

I Les états d’intérêt sont ici : les positions dans la séquence
ancestrale, et pour chacune des séquences, les sites
homologues (qui sont dérivés d’une position ancestrale), les
sites délétés (par rapport à une position ancestrale), et les
sites insérés (par rapport à une position ancestrale).



Alignement statistique multiple (2/2)

Principe (2/2)

I Pour k séquences, la châıne cachée εt a pour longueur le
nombre de positions dans la séquence ancestrale. À chaque
temps t, l’état caché εt a pour valeur un vecteur de
longueur k, dont chaque coordonnée i indique si la ième
séquence possède le site ancestral en position t (site
homologue ou site délété) et le nombre d’insertions
éventuelles après la position ancestrale (voir [AG07]).

Algorithme
I Les algorithmes d’alignement soufrent des mêmes

problèmes d’efficacité que ceux qui utilisent l’alignement
par score.

Alignement statistique multiple et phylogénie
I À noter : Dans Fleissner et al. [FMvH05] reconstruction de

la phylogénie et alignement statistique multiple simultanés.



Châınes de Markov cachées profils (1/3)
Références [Edd98, KBM+94]

Principe

I Le nombre de positions homologues L est fixé. Il existe une
châıne de Markov cachée (le profil) qui décrit la succession
des états homologue, inséré et délété.

I Conditionnellement au profil, les séquences sont supposées
indépendantes.

I Les paramètres de ce modèle profileHMM et l’alignement
sous-jacent des séquences sont estimés à partir des
séquences observées, par algorithme EM.



Châınes de Markov cachées profils (2/3)

Châıne profil (source Durbin et al. [DEKM98])



Châınes de Markov cachées profils (3/3)
En pratique

I L est souvent choisi comme la longueur moyenne des
séquences à aligner.

I Présenté comme un alignement par « score spécifique à
chaque position ». En effet, les paramètres d’émission des
observations, conditionnellement à la châıne cachée profil,
sont différents suivants les positions dans l’alignement.

ProfileHMM vs Alignement statistique multiple
I La généralisation du modèle pairHMM à plus de deux

séquences n’est pas le profileHMM.
I Différence = en profilHMM, conditionnellement à la châıne

profil, les séquences sont indépendantes.
I Dans un cadre d’align. stat. multiple, les lettres d’une

colonne d’un site homologue sont émises selon une loi
jointe, et les lettres correspondant à des sites insérés sont
émises de façon indépendante (voir [AG07]).



Cinquième partie V

Alignement de génomes complets



Exemple : alignement des génomes complets de 5
souches de Listeria
(Source Ghai et al., BMC Bioinformatics 2004, 5 :198)



Exemple : alignement des génomes complets de 6
souches d’E. Coli
(Source Mau et al., Genome Biology 2006, 7 :R44 )

500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000 4000000 4500000

500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000 4000000 4500000

500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000 4000000 4500000 5000000

500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000 4000000 4500000 5000000

500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000 4000000 4500000 5000000 55000

500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000 4000000 4500000

Shigella flexneri 2A 2457T

Shigella flexneri 2A 301

E. coli CFT073

E. coli O157:H7 RIMD 0509952

E. coli O157:H7 EDL933

E. coli K12 MG1655



Introduction à l’alignement de génomes complets

Méthodes

I Combinaison d’alignements locaux de paires de séquences
(MULTIZ).

I Méthodes hiérarchiques : combinent de l’alignement global
avec des cartes d’homologie (MAVID, MLAGAN).

Commentaires

I Bcp de développements algorithmiques, peu de
développements statistiques.



Revues sur l’alignement

Bio-informatique

I Sur l’alignement statistique : [LDMH05].
I Sur la significativité d’un alignement par score : [PW04].
I Sur l’alignement de génomes complets [DP06].

Mathématique

I Sur l’alignement par score, le chapitre d’introduction de la
thèse [Gro03].

I Sur l’alignement statistique, le chapitre d’introduction de
la thèse [AG07].
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